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Ohne Zweifel war es eine sehr grosse Miihe, die Bei-
trige der 80 Mitarbeiter aufeinander abzustimmen und
dabei auch das wirklich Wesentliche hervorheben zu
lassen. Vieles oder sehr wahrscheinlich das meiste aus
dem heute so weitschichtigen Gebiet der Physik und
aller angrenzenden Wissenschaften ist sehr klar darge-
legt. Einige Artikel bestechen durch ihre hervorragende
Prignanz. Dem Referenten fillt es indessen auf, dass
manches vielleicht zu ausfiihrlich gegeniiber anderen,
heute wohl aktuelleren Dingen behandelt worden ist
{Beispiel: Foucaultscher Pendelversuch). Es wundert
den Referenten auch, dass gelegentlich Literatur zitiert
worden ist, die heute eher als etwas iiberholt angesehen
werden darf. Der Leser wird neueste Monographien oder
zusammenfassende Darstellungen suchen. (Beispiel: Un-
ter «Magnetochemie» ist das Buch von P, W. SELwooD
«Magnetochemistry» [1943] nicht erwdhnt worden.) Der
Referent ist weiterhin beim Durchblittern auf einige
Unstimmigkeiten usw. gestossen: Die Haidingerschen
Polarisationsbiischel (Seite 521, Teil I) siecht man natiir-
lich nicht #u# am blauen Himmel. Die bliulichen Gar-
ben entsprechen iiberdies der konventionellen Schwin-
gungsebene und nicht der Polarisationsecbene. Vom
Stichwort «Fohn» (Seite 422, Teil 1) wird auf «Wetter-
fiihligkeit» verwiesen. Dieses Wort wird man aber ver-
geblich suchen. Die Anisotropie der Wéirmeleitung in
Kristallen ist, soweit ersichtlich, nirgends erwdhnt wor-
den. Die Abbildungen 44 und b beim Foucaultschen
Pendelversuch (Seite 426, Teil I) sind vertauscht worden.
Die Relativbewegung bei stossfreiem Loslassen des Pen-
dels ist dementsprechend im Text nicht richtig darge-
stellt worden. Verwechselt wurden auch auf Seite 745
von Teil I die Zeichnungen des kubischen und des tetra-
gonalen Koordinatensystems. Im Zusammenhang mit
der Beschreibung der Auflosungsgrenze des Licht-
mikroskops (Seite 56, Teil I1) wird auf « Ultramikrosko-
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pie» hingewiesen. Es muss richtig heissen: «Ultraviolett-
mikroskopies. Unter «Ultramikroskop» (Seite 584, Teil
I1) wird behauptet, man konnte in Metallsolen noch
Teilchen von 0,01 myu Durchmesser (das heisst also von
0,1 A) wahrnechmen. Dic kleinsten Goldteilchen, die man
sehen kann, sind etwa 100 A gross. Die Grenze wire also
richtig mit 0,01 x4 anzugeben. Strémungsdoppelbre-
chung sollen (Seite 493, Teil 11) organische Fliissigkeiten
zeigen. Die klassischen Untersuchungen von FREUND-
LicH am V,04-Sol wiren nach Ansicht des Referenten zu
beriicksichtigen gewesen. Das Material {fiir die Polarisa-
tionsfolien heisst nicht «Heraphit» (Seite 545, Teil I),
sondern «Herapathit»!. Im periodischen System der
Elemente (Seite 777, Teil 11} sind Kalium und Alu-
minium unrichtig bezeichnet, ndmlich als « Ka» und «A».
Unter den Physikern hdtte J. BALMER eine Erwidhnung
sicher verdient,

In einem derartig umfangreichen Worterbuch sind
natiirlich gewisse Unstimmigkeiten nie zu vermeiden.
Die angefithrten Fehler werden aber, wenigstens teil-
weise, nicht als belanglos anzusehen sein. Der Referent
wird sich mit Recht fragen diirfen, ob nicht auch an
anderen Stellen Unrichtiges zu finden sein wird. Bei
einer Neuvauflage wird wohl eine genaue Revision zweck-
dienlich sein. Vielleicht darf der Referent in diesem Zu-
sammenhang anregen, dass unter jedem Artikel auch
der Verfasser mit Anfangsbuchstaben angegeben wird.

Nach all diesen kritischen Bemerkungen soll aber be-
tont werden, dass es sich bei diesem Buch nicht nur um
ein sehr niitzliches, sondern auch um ein itberaus auf-
schlussreiches, zu einer weiteren Lektilire anregendes
Nachschlagewerk handelt.
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STUDIORUM PROGRESSUS

Beitrag zu einem Extremalproblem
itber konvexe RotationskOrper

Von H. Bieri*

I. Die fundamentale Rolle der drei Masszahlen V, F,
M in der Theorie der konvexen Kérper, insbesondere also
auch in der Theorie der honvexen Rotationskorper, ist des
oftern beleuchtet worden!. Von besonderem Interesse
ist das Problem, bei zwei festgehaltenen Masszahlen die
Extrema dev drvitten aufsusuchen und die zugehdvigen
Extremalkorper anzugeben.

Infolge unvorhergesehener Schwierigkeiten? empfiehlt
es sich, dem Problem folgende Wendung zu geben:

* Bern,

1 H. HapwiGer, Alles und Neues iiber konvexe Kérper, 3. Kapitel
{Birkhauser, Basel und Stuttgart 1955},

2 H. Hapwicer und H. Breri, Math, Nachr. 13, 19 (1955).

Exper. 8

G. BoEHM
1 Nach dem Entdecker W, B. Heravarn,
Vermittelst zweier der drei Koordinaten
4aF 48 n2V 36naV?
X = M2, Y w= M3 ! g = F3 (1)

wird die Menge aller konvexen Rotationskdrper auf eine
Ebene abgebildet. Gesucht wird dev Rand des Bildes.

Ist dieser Rand cinmal bekannt, so kéinnen ohne Miihe
die Eigenschaften der Extremalkorper beziiglich der
Masszahlen abgelesen werden. In der vorliegenden Note
wird ein bis jetzt unbekanntes Randstiick aufgezeigt,
und als ncue Extremalkorper werden Kegel erkannt,
deren Offnungswinkel einem angebbaren abgeschlosse-
nen Intervall yy < y < y, angehoren.

1I. Es ist schwiecrig, das Problem direkt anzupacken,
bedeutet dies doch, einen Koérper so zu deformieren, dass
zwei Masszahlen konstant bleiben. So wurde denn in-
direkt vorgegangen. Nur eine Masszahl blieb fest, und
die Extrema der beiden andern wurden zu bestimmen
gesucht. Bei festem Aquatorradius war es iiberdies mog-
lich, Ungleichungen aufzufinden, dic alle drei Mass-
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Abb. 1. — — - Kegelstumpfkurve. K Bildpunkt des Kegels. Z Bildpunkt des Zylinders. ST Bildpunkt des speziellen Kegelstumpfes.

zahlen enthalten® Dieser Umstand ist denn auch am
vorliegenden Teilerfolg massgebend beteiligt.

A. Wir betrachten zunichst die Menge aller kon-
vexen Rotationskorper der festen Lange !/ = 14und geben
uns die reduzierte Oberfliche F vor, wobei F* =zF ge-
setzt werde. Es giit:

a) «) Im Intervall 0 < F < 7/, besitzen Zylinder

und nur diese Korper kleinstes Volumen v.

Im Intervall 7/;; < F < Y% besitzen spezielle
Kegelstitmpfe® und nur sie kleinstes Volumen v. (2)

Im Intervalll, < F < oo besitzen Kegel
und nur diese Korper klcinstes Volumen v,

Im Intervall 0 < F < oo besitzen Kegel und nur
diese Korper das grosste Integral der mittlern
Krimmung M8,

Im Intervall 0 < F < 1 sind die Extremalkorper,
welche grosstes Volumen V besitzen, noch unbe-
kannt?. Doch erhdlt man folgendermassen cine
obere Schranke V: Bei festem F weist der sym-
metrische Doppelkegel den grissten Aquatorvadius
auf. Der diesem Korper umbeschriebene Zylinder
liefert V.

Im Intervall 1 < F < oo sind die Extremalkérper
mit grosstem Volumen unter den Nodoiden zu
suchen®. Nun besitzt das Nodoid ohne Kanten den
grdssten Aquatorradius, und der diesem Korper

umbeschviebene Zylinder lHefert V.

Die Extremalkérper, welche das kleinste Integral
der mittlern Kriimmung aufweisen, sind noch un-
bekannt?. Doch erhilt man folgendermassen eine
untere Schranke M: Bei festem F besitzt der
Zylinder den kleinslen Aquatorradius. Der diesem
Korper einbeschriebene symmetrische Doppelkegel
liefert M.

Gestiitzt auf (1) und (2) kann man nun fir festes F in
einer (x,z)-Ebene rechteckige Beveiche wmit achsenpar-
allelen Seiten angeben, welche die Bildpunktmenge der
zuldssigen Korper iiberdecken (Abb. 1).

Unsere Bereiche sind nach oben und nach rechts sehr
unscharf begrenzt. Dieser unbestreitbare Nachteil wird

dj

3 H. Hapwicer, Math. Nachr. 2, 114 (1949).

4 Die Beschrinkung von ! bedeutet hier keine Beeintrichtigung
der Allgemeinheit, da ja eine Aussage iiber die Bildpunktimenge ge-
plant ist und die Abbildungsfunktionen (1) invariant gegeniiber
Ahnlichkeit sind.

5 H. Bieri, Exper, 8, 222 (1950).

& H. Bieri, Exper. 9, 207 (1953); 12, 369 (1956); 13, 389 (1957).

? Vermutlich sind es Kappenkérper der Kugel.

8 Vgl hierzu die Dissertationen von G. Hormann {Gétiingen
1887) und W. Howe (Berlin 1887).

9 Einen giinstigen Fifekt zeigen die Verlingerungsktrper der
symmetrischen Kugellinsen (Zylinder + 2 kongruente Kugelkalot-
ten) sowie die symmetrischen Kugelschichten.

aufgewogen durch den Umstand, dass im dritten Bereich
die Ecke links unten durch einen konvexen Rotations-
korper besetzt ist. Wir haben nun die Vereinigungsmenge
aller Rechteckbereiche zu studieren. Eingehende Dis-
kussion ergibt folgendes (Abb. 2):

Abb. 2

«, B} Durchliuft F das Intervall 0 5 F < 14, so stei-
gen Kegel- und Zylinderkurve von unten links nach oben
rechls an'®. Infolgedessen wird durch die vom Punkte B
erzeugte Kurve ¢(B), welche sich ebenso verhilt, das
Bild wach unten unschavf abgegrenzt, wihrend die durch
alle {ibrigen Punkte erzeugten Kurven nichts Neues
lieferntl,

y) Im Intervall ¥, < F < F;steigt die Kegelkurve von
links oben nach vechts unten ab, und zwar ist der Anfangs-
punkt ein Scheitel beziiglich der x-Achse, der Endpunkt
ein Scheitel beziiglich der z-Achse. In diesem Intervall
bevandet also die Kegelkurve das Bild nach innent?,

§) Imrestlichen Intervall Fy < F < oo steigt die Kegel-
kurve weitey ab, und zwar von vechis nach links, umschliess-
lich im Bildpunkt der Kreisscheibe, X, zu miinden. Bei
dieser Sachlage wird nun die vom Punkte D beschriebene
Kurve ¢(D) massgebend. Sie verliuft gleich wie die
Kegelkurve und liegt demnach mit Ausnahme von K
ganz vechts der Semkvechten durch K. Sie iibernimmit die
Rolle der innern unscharfen Bildberandung!®.

Nun ergibt schon eine oberflichliche Priifung, dass
sich die Kurven ¢(B) und ¢(D) innerhalb dev Kegelkhurve
schneiden (Abb. 2). Das gewonnene Randsystewm ist also
leidey nuy unscharfis,

10 Vgl, hierzu: H. Bieri, Seminario Matematico de Barcelona 8,
171 (1955), Die beiden Kurven werden dort diskutiert und auch im
Bild wiedergegeben.

1 Die Gerade z = x (Kappenkérperkurve) und die Bildkurve der
symmetrischen Kugelschichten sind als #4ussere Randstiicke be-
kannt. Beziiglich der letztern vgl. H. Hapwicer, Portug. math. 7,
73 (1948),

12 in der Teilmenge der konvexen Rotationskérper mit einem
F aus dem angegebenen Intervall sind also die Kegel extremal. Vgl.
auch: H. Bieri, Beitrdge zum Hauptproblem der konvexen Korper,
Sitzungsberichte der Math. Vereinigung {Bern 1952},

13 Dieser Umstand gestattet dic Aussage, dass einc Teilmenge
der oben angegebenen Kegel extremal bleibt im erweiterten Inter-
vallp/2 < F < oo,

14 Alle genannten Kurven sind explizit anschreibbar und auch
diskutierbar. Die genaue Berechnung lohnt sich aber nicht.
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B. Bei festem Aquatorradius bat Hapwicer voll-
stindige Resultate erhalten. Sie lassen sich unter Ein-
fiihrung des Rundungsmasses p = 4 n/F folgendermassen
ausdriicken?s:

@) f<u<i
? £ -7
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K Z
1 3
AK z P 3

Abb.3. K Bildpunkt des Kegels. Z Bildpunkt des Zylinders, K'Z Bild-
punkt des Kugelzvlinders. KK Bildpunkt des Kappenkérpers der
Kugel. —— Bahnkurve von P,
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Wegen des Absteigens der Kegelkurve kann also auch
hier, wenngleich in einem klcineren Intervall, die unter
A. erwihnte Randeigenschaft der Kegelkurve festgestellt
werden??,

y)?0/9<;xs—~?6&34

2+e
5 {-L
Abb. 5.
& 1 Wie unter o).
1 : Wie unter g).
4: Wie unter g},
K 3 5: Wie unter ),
Z
A 2 p-Z 8
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Der wichtigste Fortschritt besteht darin, dass man die
Bahnkurve des Punktes B durch diejenige des Punlktes
P ersetzen darf. In der Tat ldsst sich zeigen, dass das

Kurvenstiick PQ mit Ausnahme von P ganz oberhalb
dev Bahnkuyve von P verliuft?® Infolgedessen wird das
Bild durch die letztgenannte Kurve nach unten abge-
grenzt. Die Koordinaten von [ berechnet man zu

Gleichheitszeichen fiir den Kegel,

Gleichheitszeichen fiir den Kegel,

Gleichheitszeichen fiir den Zylinder.

Gleichheitszeichen fiir den Kugelzylinder.

Gleichheitszeichen fiir Kappenkdrper des Rugelzylinders.

15 H, Hapwicer, Math, Nachr, 2, 114 (1949); Math, Ann.
175 (1950}; Abh. math. Sem. Hamburg, Univ,
Nachr, 13, 19 (1955);
(1957).

18 Als Enveloppe der Bogen I’Q (Abb. 3) resultiert cine Kurve mit
der Gleichung

122,
18, 38 (1952); Math,
Math, Nachr, 14, 377 (1956); EL Math, 12, 101

(H/t 9
T Arstmen F T g AUlERRR

144
T [12+3@-2) u-2 Y2 J2
oder mit py = 2—%:
144 (2%

T [6r-2YZ-v=3 (n-2)? ]2;

)
2

e

V2zvz1 (3)

Beide Koordinaten wachsen monoton mit au.

Pi=pu=10/9
] 5 L=l Avb. 4.
L Bildpunkt der symmetri-
4 gchen Kugellinse,
1: Wie unter a).
! @ 2: Wie unter o).
z 3: Wie unter a).
J
A=K Z P B
4 < 4
HE e = e
= [2V2=n +Vu - arceos Y u(2 = u]*
S cat)
S s S

8*

Diesclbe ist im Intervall 0 £ g < 1 von unten konvex, miindet in 0
mit der Steigung ¥/,4 und vsu-,t ausserdem fir

toos

7 3in-n)

cine Spitze auf. Dic Bahukurve von P besitzt in 0 die Steigung
4y < %14, weshalb cs Ieicht ist, zu zeigen, dass dic Enveloppe im zu-
Jissigen Intervall mit Ausnabme von ¢ ganz oberhalb der letat-
genannten Kurve liegt, Ferner wird wegen

‘)/I,‘ i 2 S)/t» P 2
¢ R em < = (el

veloppe durchlaufen, Damit ist die Behauptung des Textes bewiesen,
17 H, Hapwicer und H, Bierr, Math, Nachr. 13, 22 (1955).
Lsisto = & — 2.

fiir 0 < g¢ < 1 der Punkt @ vor dem Berithrungspunkt mit der En-

Gleichheitszeichen fiir die symmetrische Kugellinse,

Gleichheitszeichen fiir die symmetrische Kugellinse,



116

In diesem Intervall kommt neuerdings die Bahnkurve
von A zur Geltung. Man beachte, dass jetzt der Bild-
punkt des Kegels oberhalb von A4 liegt. Infolgedessen
verlduft die Kurve ¢(4) unterhalb der absteigenden
Kegelkurve, was natiirlich ungiinstig ist.
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—~
S3 S, dev Kegelkurve bevandet das Bild nach innen, und
zway scharf.

Unter Ausniitzung der Ahnlichkeitsinvarianz von
%,z lesen wir aus den Abbildungen 8, 9 folgende Ex-
tremaleigenschaft der Kegel ab:

5z =p=l S5
I} 5 C=t % '
il
b
E !
!
4 16 p e . . L
Ity 2 e — —— Gleichhcitszeichen fiir den Zylinder.
(1) p+ 208 b
K Qg (2 —
e a 2z > J’—{Ta—‘u) Gleichheitszeichen fiir den Zylinder. Abb. 9.
3
| Unter allen konvexen Rotationskirpern besitzen bei vor-
Aa7 2 B gegebenem x gewisse Kegel'® im Teilintervall x(Sg) < x
Abb. 6 <8fn? exn absolutes, im Teilintervall 8fn® < x < x (S,)

3: Wie unter a). 4; Wie unter 8). 5;: Wie unter 8).

Weil die Zylinderkarve von rechts oben in A einmiin-
det, ist diesmal die Bahnkurve von D ausschlaggebend.
Thre Koordinaten lauten:

6p . et e-pn .
G £ 4 : )

Gegeniiber der Variante 4 sind zwei Verbesserungen,
leider aber auch einc Verschlechterung erzielt worden.
Diese letztere hat zur Folge, dass auch diesmal kein
Stiick des scharfen Randes freigelegt werden kaunn
{Abb. 7).

C. Nun legen wir die beiden Randsysteme zusammen.
Offensichtlich ist es gestattet, tiberall die besseren
Stiicke zu wahlen, und so erreichen wir schliesslich unser
Ziel, ein wenn auch kleines Stiick des exakten Randes frei-
zulegen (Abb. 8).

Abb. 8.

Die Bahnkurven von P und D schneiden nidmlich die
Kegelkurve in den Punkten S, und S,%, und der Bogen

18 Dass die Schnittpunkte S, T', S, so liegen, wie es Abb. 8 und 9
zeigen, kann rechnerisch mit absoluoter Sicherheit nachgewiesen
werden unter Beniitzung von (3) und (4) sowie unter Ausniitzung
der bekannten Ligenschaften der Kegelkurve,

noch ein velatives Minimum von 2.

Dies ist dquivalent mit der Aussage: Unter allen kon-
vexen Ilotationshévpern besilzem bei vovgegebemey Obey-
fliche FF und ebensolchem Integral der mittleren Kviimmung
M gewisse Kegel im Intevvall x(S;) < x < 8[n® ein abso-
lutes®™, im Restintervall 8{n% < x £ x (S,) nock ein vela-
tives Minimum des Volumens V.

Summary

The main problem of the theory of convex bodies of
revolution can be stated as follows:

By means of two of the three affinely invariant
functions

_4=aF

482 V 36x V2
S 7 =

= aE o T TE

the set of all convex bodies of revolution is mapped into
a plane. The boundary of the image-set is to be de-
termined. Part of this boundary is already known. The
corresponding extremal bodies are cap-bodies of the
sphere and symmetric spherical discs.

The present note is concerned with yet another, if small
subset of the boundary. The corresponding extremal
bodies turn out to be cones, whose angles of aperture y
vary between well-defined limits y, and y, > y,. F and
M being given, these cones assume for g, < » < y* and
for y* < y < y, a relative and an absolute minimum,
respectively.

1 H. Hapwicer und H. Bieri, Math. Nachr. 13, 19 (1955). Die
Sprungstelle des absoluten Minimums von V ist jetzt genau lokali-
siert.

2 Die Kegelkurve behalt vermuilich ihre Randeigenschaft nach
links bis zu ihrem Scheitel beziiglich der x-Achse und auch noch
weiter nach rechts, Ferner wird vermutet, dass links dieses Scheitels
der untere Bildrand durch die Bildkurve gewisser Kegelstiimpfe nnd
anschlicssend bis 0 durch die Zylinderkurve geliefert wird. In der
Umgebung von XK licgen die Dinge komplizierter, Es bildet sich ein
relatives Maximum des Volumens aus. HADWIGER bezeichnete als
mutmassliche Extremalkérper symmetrische Kappenkorper von
symmetrischen Kugellinsen. Aus dieser zweiparametrigen Schar
miissten dann die richtigen Korper durch Enveloppenbildung er-
mittelt werden.



